Chapitre 36
Probabilités 3 — Espérance, variance
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Hypothese

Dans tout ce chapitre, (Q,[P) désigne un espace probabilisé fini (i.e. Q désigne un univers fini et P est une
probabilité définie sur €2).
E . F sont des ensembles quelconques.

1 Espérance

1.1 Définition

On rappelle qu'une v.a. est dite réelle (resp. complexe) si elle est a valeurs dans un ensemble E C R (resp. E C C).

Définition 36.1 |

Soit X : Q — E une v.a. réelle (resp. complexe). On définit 'espérance de X comme étant le réel (resp. le
complexe) noté
E(X):= ZxIP(X =x)

xeE
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Probabilités 3 — Espérance, variance

Remarque.
e Lespérance d’'une variable aléatoire ne dépend ainsi que de sa loi. Si X ~ Y, alors E[X] = E[Y].

e Bien que F soit infini, la somme ci-dessus est finie : on a plus précisément

EX)= ) xP(X=x)
xeX(Q)

ol X (Q) est fini car Q l'est.
Lespérance d’'une v.a. représente sa valeur moyenne, comme l'illustrent les exemples suivants :

Exemple 1. On lance un dé a six faces. On note X la v.a. qui correspond au chiffre obtenu. On a donc
Vie[1,6] PX=i)=—

Alors I'espérance de X vaut :

1.2 Espérances des lois usuelles

Propriété 36.2 (Espérances de lois usuelles)

Soita,b € Z tels que a < b. Soitn € N* et p € [0, 1]. Soit enfin X une v.a.

b
1. SiX ~U([a,b]), alors E(X) = a; .

2. SiX ~ B(p),alors E(X) = p.
3. SiX ~ B(n,p), alors E(X) = np.

Démonstration.

1. Pour laloi uniforme, le calcul est similaire a I’exemple précédent.

2.

3. Conséquence de l'assertion précédente et de I'Exemple 3 vu plus loin.

O
Définition 36.3 |
On ditqu'une va. X : Q — E est (presque siirement) constante s'il existe a € E telle que P(X = a) = 1.
On peut alors écrire (par abus) X = a.
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Probabilités 3 — Espérance, variance

Ecrire X = a est un double abus. D’une part car X et a ne représentent pas le méme objet: X € E 2 tandis que
a € E. Ensuite, méme si on écrivait “X = a”, ce serait encore un abus. Il est possible d’avoir P(X = a) = 1 sans
que X soit 'application constante égale a a (mais dans ce cas la probabilité P est un peu pathologique et cela
signifie sans doute que la probabilité P ou bien I'univers € ont été mal choisis).

Exemple 2. Si X = a estlav.a. constante égale a a (on peut alors noter X = a), alors

1.3 Propriétés de 'espérance

Le lemme qui suit n’a que peu d’intérét en pratique. Il est néanmoins utile pour les démonstrations des propriétés
qui suivent. La preuve de ce lemme se trouve dans la partie Compléments

Lemme 36.4 |

Soit X : Q — E une v.a. Alors

= ) X(0)P({0})

we

Propriété 36.5 (Linéarité)

Soit X, Y deux v.a. complexes et A € C.
1. Linéarité :
EX+Y)=EX)+E(Y)
E(AX) =AE(X)
2. Positivité : si X est a valeurs dans R alors
E(X)>0
3. Croissance :si X,Y sont des v.a.r. telles que X <Y, alors

E(X) < E(Y)

4. Inégalité triangulaire :
[EX)| <E(IX])

Démonstration. On ne montre que la premiere et la derniere assertion. On a

EX+Y)=) X+Y)(0)P{w})

e

=) X(o)P({o})+ ) Y(0)P({o})

e e
=EX)+E(Y)
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De plus, par 'inégalité triangulaire “classique” :

= Y X(o) {w}‘

we

< ) X(o)P{w})

we

ZQ X (o) P{w}) carP({w}) >0
= E(1x1)
O

Remarque. Ces propriétés ressemblent énormément a celles des intégrales. C’est tout a fait normal, 'espérance
est en fait une “intégrale déguisée”. Une autre propriété connue des intégrales est la suivante : si f € C° ([a,b],Ry)

est| positive |, alors

b
/ f=0 == f=0
a
L'adaptation aux v.a. donne le résultat suivant : si X est une v.a. a valeurs dans , alors
EX)=0 = PX=0)=1

SiP(X =0) = 1, on dit alors que X est presque siirement nulle (ou encore presque stirement égale & 0).

Anoter : E(X) est une constante qui ne dépend que de la loi de X. Ainsi, par linéarité,
E(E(X))=EX)xE(1) =E(X) x 1 =E(X)

Exemple 3. SiX ~ B(n,p), alors E(X) = np.

Définition 36.6 |

Une v.a. X telle que E(X) = 0 est dite une v.a. centrée.

Exemple 4. Si X est une v.a. quelconque, X — E(X) est ainsi une v.a. centrée.
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1.4 Formule de transfert

Théoréme 36.7 (Formule de transfert)

Soit X : Q@ — E une v.a. et f : E — C une application. Alors

E(f(X)) = ) f()P(X =x)

x€E

Remarque. Cette formule est incontournable. Elle permet de calculer I'espérance de f(X) uniquement a partir
delaloi de X (et non celle de f(X)).

1
Exemple 5. On suppose que X ~ B(n, p) avec p > 0. Déterminer laloide Y = T5x
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1.5 Espérance d’un produit de v.a. indépendantes

Propriété 36.8

Soit X, Y deux v.a. (réelles ou) complexes indépendantes. Alors
E(XY)=E(X)E(Y)
Plus généralement, si X1, - -- , X, sont n v.a. indépendantes, alors

E(X;---X,) =E(X))---E(X,)

Exemple 6. On considére Xj,- - , X, des v.a. indépendantes suivant la méme loi de Bernoulli p € [0, 1]. Alors

E(Xl X...XX,,):

2 Variance et covariance

2.1 Définition

Définition 36.9 (Variance)

Soit X une v.a.r. définie sur Q. On appelle variance de X le réel positif :

V(X):=E ((X —E(X))z) >0

Autrement dit, on considere la v.a. centrée X — E(X), et on calcule I'espérance de son carré. Plus V(X) est grand,
plus X prend des valeurs dispersées autour de sa moyenne.

Propriété 36.10

Soit X une v.a.r. définie sur Q. Alors
V(X) =E(X?) -E(X)?

C’est en général avec cette formule qu’on calcule la variance d'une v.a.r.

Démonstration.
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Exemple 7. SiX est une v.a.r. constante égale aa € R, alors V(X) = 0.

Voici des exemples de v.a.r avec une forte variance et une faible variance :

2.2 Variance des lois usuelles

Propriété 36.11

SiX ~ B(p), alors V(X) = p(1—p).

Démonstration.

Propriété 36.12

SiX ~ B(n,p), alors V(X) = np(1 — p).

Démonstration. Vue ultérieurement

G. Peltier
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2.3 Propriétés de la variance

Propriété 36.13

Soita,b € R et X une v.a.r. définie sur Q. Alors

V(aX +b) = a*V(X)

Démonstration. On sait que E(aX + b) = aE(X) + b, de sorte que
V(aX +b) =E ((aX+b—IE(aX+b))2)
—E <(aX+b—aIE(X) —b)z)
—E <a2 (X —E(X))z)
— K ((X —E(X))2>
= a*V(X)
O

Attention cependant : en général, V(X +Y) # V(X) 4+ V(Y) ! Pour traiter la variance d'une somme, on a besoin
d’une autre notion : la covariance (cf partie suivante).

2.4 FEcart-type

Définition 36.14 (Ecart-type)

Soit X une v.a.r. définie sur Q. On appelle écart-type de X le réel positif :

Définition 36.15 |

On dit qu'une v.a.r. X est centrée réduite si E(X) = 0et V(X) = 1 (ou encore 6(X) = 1).

Propriété 36.16

Si X estune v.a.r. telle que o (X) > 0, alors

est une v.a.r. centrée réduite.

Démonstration.
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3 Covariance

3.1 Définition

| Définition 36.17 |

Soit X, Y deux v.a.r. définies sur Q. On appelle covariance de X, Y le réel

Cov(X,Y) :=E((X —EX))(¥ —E(Y)))

En d’autres termes, on considere les deux v.a.r. centrées X —E(X) et Y —E(Y) et on calcule I'espérance de leur
produit.

e Lorsque Cov(X,Y) > 0, cela signifie que ces v.a. centrées prennent, lorsque ® parcourt Q, des valeurs de
méme signe : elles sont alors dites positivement corrélées. Ce phénomene est d’autant plus marqué que
Cov(X,Y) est grand.

e Alinverse, si Cov(X,Y) < 0, cela signifie que ces v.a. centrées prennent, lorsque @ parcourt Q, des valeurs
de signes opposés : elles sont alors dites négativement corrélées. Ce phénomene est d’autant plus marqué
que Cov(X,Y) est petit.

Par exemple, la température extérieure et la consommation de glaces sont des v.a. positivement corrélées. A
I'inverse, la température extérieure et la consommation de chauffage sont des v.a. négativement corrélées.

Propriété 36.18

Soit X, Y deux v.a.r. définies sur . Alors :

Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y)

Démonstration.
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Exemple 8. SiX = a est une v.a. presque sirement constante, alors pour toute v.a.r. Y, on a Cov(X,Y) = 0.

Exemple 9. Soit p €]0, 1[ et X une v.a. telle que X ~ B(p). On pose Y = 1 —X. Calculer Cov(X,Y).

3.2 Propriétés de la covariance

Propriété 36.19

Soit X,X',Y,Y’ des v.a.r. définies sur Q.
1. Cov(X,X) =V(X) >0
2. Cov(X,Y) = Cov(Y,X)

3. Cov est une forme bilinéaire : pour tout A € R,
Cov(AX +X',Y) = ACov(X,Y) + Cov(X',Y)

Cov(X,AY +Y’) = ACov(X,Y) + Cov(X,Y’)

Plus précisément, Cov est une forme bilinéaire de £ x £ dans R, ol1 £ est'e.v. de v.a.r. définies sur (Q,P).

Propriété 36.20 (“Identité remarquable”)

Soit X, Y des v.a.r. définies sur Q. Alors

V(X +Y) = V(X)+V(Y) +2Cov(X,Y)

Démonstration. On a

V(X+Y)=E(X+Y)’) -E(X+Y)?

E(X>+Y?*+2XY) — (E(X) +E(Y))?

E(X?) 4+ E(Y?) +2E(XY) —E(X)*> —E(Y)*> —2E(X)E(Y)
\Y

(X)+V(Y)+2Cov(X,Y)

O
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On peut généraliser la Propriété précédente a n variables :

Propriété 36.21

Pour toute famille (Xi,---,X,) de v.a.r. définies sur Q, on a

VXi+-+X)=)Y V(X)+2 ) Cov(X;,X))

1<i<j<n

et

Exemple 10. Voir exemple 11 plus loin.

3.3 Variables aléatoires décorrélées

Définition 36.22 |

Deux v.a.r. X,Y définies sur Q sont dites décorrélées si Cov(X,Y) = 0.
Dans ce cas, on a
VX+Y)=V(X)+V(Y)

Propriété 36.23

Si X,Y sont des v.a.r. indépendantes, alors elles sont décorrélées.

Démonstration. SiX,Y sontindépendantes, alors

Cov(X,Y) = E[XY] - EX]E[Y] = E[X]E[Y] - E[X]E[Y] = 0

Exemple 11. Soit X une v.a.r. telle que X ~ B(n, p). Montrer que V(X) = np(1 — p).
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Attention, la réciproque de la Proposition 36.23 est fausse.

Exemple 12. Soit X,Y deux v.a. telles que X ~U({—1,0,1}) etY = 1;x_g. Alors X, Y sont décorrélées, mais ne
sont pas indépendantes.

4 Inégalités probabilistes

Propriété 36.24 (Inégalité de Markov)

Soit X une v.a. a valeurs dans R, . Alors

EX)

Va>0 PX>a)<

X
Démonstration. Soita > 0. On affirme que les v.a. 1y~ et — vérifient :
= a

X
I{XZa} < E

Pour le prouver, on raisonne par disjonction de cas :

X(o)

X(w)

e Siw e Qesttel que X(w) < a, alors cette inégalité devient 0 < , qui est vraie car X est positive.

e Siw € Qesttel que X(w) > a, alors cette inégalité devient 1 < , qui est vraie car X (@) > a.

Alors, en passant a I’espérance, on a

donc

O
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Propriété 36.25 (Inégalité de Bienaymé-Tchebychev)

Soit X une v.a.r. Alors V(X
Ve>0 P(X-EX) >e) < éz)
En passant au complémentaire, on a donc
V(X
P(X-EX) <e) > 1-— iz)

Démonstration. On pose la v.a. positive
Y := (X —E(X))*

ainsi que a := £* > 0. On applique I'inégalité de Markova Y en a: on a donc

E(Y)

P(Y >a) <
(o<,

—P(X-EX)Y2¢)<

(z)P(\/(X—E(X))228) < éz)
\Y

(X)

82

E((X—E(X)))
82
V(X

—=P(X-E(X)|>¢) <

O

Remarque. Linégalité de Bienaymé-Tchebicheff est une inégalité de concentration : elle fournit une majoration
de la probabilité que X n'appartienne pas a l'intervalle [E(X) — €, E(X) + €], autrement dit que X s’écarte a plus

de € de son espérance.

Exemple 13. Soit X|,---,X, des v.a.r.indépendantes de méme loi : on suppose que leur espérance (commune)

est M € R et leur variance (commune) est V € R. On pose

Linégalité de Bienaymé-Tchebychev appliquée a S, donne :

Interprétation :

On dit que la suite (S,),cn converge “en probabilité” vers M (hors-programme).

G. Peltier
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Exemple 14. On lance 7 fois une piéce équilibrée. Donner une minoration de la probabilité d’obtenir entre 40%
et 60% de faces.

Note : si par exemple n = 100, la réponse exacte est

60 1
Y < 00>0.5100z0.965
k=40 k
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5 Compléments

On reproduit ici le Lemme 36.4 et on en donne une preuve.

Lemme 36.26 |

Soit X : Q — E une v.a. Alors

=) X(o)P({o})

0eQ

Démonstration. On a

Q=x""E)=x"! (U {x}) Ux " ({x})

x€E x€E
Par ailleurs, on sait que si/y, I, - - - ,I, sont des ensembles disjoints, alors on a la formule
Y a = Z ) a
iehuhbU...Ul, =1i€l}

Comme les ensembles X ! ({x}) sont disjoints pour deux valeurs de x distinctes, on peut donc écrire

Y X(P({o}h)=) ) XP({o}

weQ x€E a)eX*l({x})

D)

3eE wexX 1 ({x})

=Y x ) P{o})

xeE wexX-1({x})

=) xP U {0} car ces singletons { @} sont disjoints deux a deux
ek weX*‘({x})

= ZxIF’ {x} )

xeE

= Zx}P’(X =

xeE

—E(X)
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